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 要  旨 
本研究ではトリックテイキングと呼ばれるカードゲームのジャンルの中でも、得点となる特定
のカードを多く獲得することを目指すゲームについてその性質の解析と必勝性判定の方法の解明
を行った。トリックテイキングゲームは複数のプレイヤーで遊ぶゲームである。先手のプレイヤ
ーから順番にカードを出していく。その中で一番強いカードを出したプレイヤーがトリックと呼
ばれるラウンドを取り、次のトリックの先手プレイヤーになる。トリックを繰り返し、勝者が決
められる。 
二人のプレイヤーで行うシングルスートのトリックテイキングゲームの必勝性判定について、
中井ら、福澤、Wästlud および Kahnらの先行研究の拡張を目指した。本論文では、得点札を多く
獲得する事を目的としたゲームで、カード全体の中で強い方から複数枚が得点札となる場合を考
える。先行研究で扱われている Whistの勝利条件はより多くのトリックを獲得したプレイヤーの
勝利であるが、これは多くの得点札を得たプレイヤーが勝利するルールにおいて全ての使用する
カードが得点札の状況とみなすことができる。したがって本論文のルールは Whistの一般化とみ
なせる。 
本研究ではまず、得点札が 2枚のとき、両者が最善を尽くした場合にプレイヤーが獲得できる
得点札の枚数を求める方法を示した。この場合は両プレイヤーの手札にある得点札でないカード
同士の大小関係からプレイヤーが獲得可能な得点札の枚数を求める事ができる。つぎに Kahnらの
手法を、得点札であるカードと得点札でないカードが存在する状況に拡張した。一方のプレイヤ
ーが得点札のうち最も弱いカードを持ち、さらにそのプレイヤーの持つ非得点札は全て、もう一
人のプレイヤーの持つどの非得点札よりも強いという条件のもとで、先手後手の優位性や手札に
持っているカードによる有利不利がどの程度かを示した。得点札が複数枚ある場合においても先
手番であるより後手番である事が有利であることを示した。また、手札に存在する得点札の数字
は大きい方が有利であること、得点札でないカードの数字は小さい方が有利であることを示した。 
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1 はじめに
本研究ではトリックテイキングと呼ばれるカードゲームの中でも、得点となる特定のカー
ドを多く獲得することを目指すゲームについてその性質の解析と必勝性判定の方法の解明を
行う。
トリックテイキングゲームとは、トランプ等のカードで遊ばれるゲームのルールの一種で
ある。古い歴史を持つゲームジャンルであり、世界中で様々なトリックテイキングゲームが
遊ばれている。有名なゲームとしてはブリッジ、ハーツ、ナポレオンなどが挙げられる。こ
れらには以下の一般的なルールが共通している。
1. 各プレイヤーには同じ枚数の手札が配られる。
2. １人の先手プレイヤーと呼ばれるプレイヤーが手札からカードを１枚公開して場に
出す。
3. その後、他のプレイヤーも順々にカードを出していく。
4. 全員の出したカードの数字を比較する。一番大きいカードを出したプレイヤーがその
ラウンド（トリック）に勝利する（トリックを取る）。
5. トリックを取ったプレイヤーはそのトリックに出たカード全てを得て、次のトリック
の先手プレイヤーになる。この時得たカードは手札とは別に手元に置く。
6. これを手札が無くなるまで繰り返して勝利条件を満たしたプレイヤーが勝利する。
勝利条件はゲームによって異なっている。シンプルなトリックテイキングゲームの 1つであ
る whistはゲーム中に獲得したトリックの回数で勝利が決定する。このようにトリックの回
数を競うものの他に、様々な勝利条件のゲームが存在する。FiveCardはトリックの回数で
はなく、最後のトリックを獲得したプレイヤーが勝利する。また使用するカードの中で得点
になるカードを決めてそれらを獲得する事を目的とするゲームも存在する。Skatと呼ばれ
るトリックテイキングゲームはトランプを用いて行われるが、そのうちの絵柄のあるカード
および Aのカードを獲得するとそれぞれに応じた得点が得られるというルールである。66
という名前のトリックテイキングゲームでも Skatと同様に絵柄のカードに得点が設定され
ているが、獲得した得点札の合計が 66以上になると上がりを宣言できるというルールであ
る。他には複数のプレイヤーの中でペアを組んで合計の得点を競うものや、ゲーム開始前に
目標となる得点を設定しそれを目指すなどのルールも存在している。また多くのゲームでは
トランプが用いられるが、先手プレイヤーの出したカードのスート（マーク）と同じスート
のカードでなければ出すことができないマストフォローなどのルールを持つゲームも多く存
在している。
本論文では二人のプレイヤーで行うシングルスートのトリックテイキングゲームの必勝性
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判定について、中井ら [1]、福澤 [2]、Wastlund[3] および Kahn ら [4][5]、の先行研究の拡
張を目指した。中井、福澤の論文では一般化 66という一般化したトリックテイキングゲー
ムについての必勝性判定をゲームにおいて取るべきカードである得点札が 1 枚の時につい
て研究が行われた。[1] では一般化 66 の必勝性判定問題の計算量と終盤の山札が無くなっ
た場合の必勝性の判定手法が示された。[2]では山札がある場合での必勝性判定および統計
解析が示された。Kahnの論文では whistをはじめとするゲームについて、後手番であるこ
との優位性や手札の数字の大きさによる優位性などの性質が示された。Wastlund[3]では、
Whist,GreedyWhist,および FiveCardについて、最適な戦略とプレイヤーが何回トリック
を獲得できるかを基準とした必勝判定法が示された。
本論文では、得点札を多く獲得する事を目的としたゲームで、得点札が複数枚存在する場
合を考える。ただし、得点札は使用するカード全体で大きい数字から複数枚である。Whist
の勝利条件はより多くのトリックを獲得したプレイヤーの勝利であるが、これは多くの得点
札を得たプレイヤーが勝利するルールにおいて全ての使用するカードが得点札の状況とみな
すことができる。したがって本論文のルールはWhistの一般化したルールになっている。
本研究ではまず、トリックテイキングゲームについて、まず得点札が 2枚のとき、プレイ
ヤーが獲得できる得点札の枚数を求める方法を示した。つぎに Kahnらの手法を、得点札で
あるカードと得点札でないカードが存在する状況に拡張することにより、プレイヤーの手札
のある条件のもとで、先手後手の優位性や手札に持っているカードによる有利不利がどの程
度かを考案する。
2 ルール
本研究ではカードの中に得点となるカード（得点札）があり、それを多く集める事を目的
としたトリックテイキングゲームをモデル化して取り扱う。プレイヤーの人数は二人で、一
人当りの手札は n枚である。したがってゲームで使用するカードの総数は 2n枚である。本
論文ではこの 2n 枚中の大きい方から k 枚のカードを得点札とする場合について扱う。な
お、得点札でない残りの 2n  k 枚のカードを非得点札と呼称する。
本研究のゲームの流れは、n枚ずつの手札が配られた後、次の手順を繰り返すことで進行
する。
1. 先手が１枚カードを出し、後手が１枚出す。
2. 強いカードを出したプレイヤーがそのトリックを取る。
3. トリックを取ったプレイヤーがそのトリックで出たカードを獲得する。ただしこの
カードは手札とは別に保持する。
4. トリックを取ったプレイヤーが次の先手となる。
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全ての手札を使いきった時にゲームは終了する。この時、取得した得点札の枚数が多いプレ
イヤーが勝利する。
本論文では二人のプレイヤーを Left と Right と呼称する。A を Left の手札、B を
Right の手札とする。ゲームに使われるカードの数字は 1 から 2n であり、ゲーム開
始時の二人の手札 A,B を A = fa1; a2; :::; ang; B = fb1; b2; :::; bng と表わす。ただし
a1 > a2 > ::: > an; b1 > b2 > ::: > bn をみたすものとする。
ゲーム中で使用されるカード全体が Aと Bのどちらに所属しているかを表す降順のカー
ドの並びを標準表現とする。標準表現は残りのカード全体A[Bの中で強いカードから順に
どちらに属しているかをAまたは Bで表現される。例えばA = f8; 7; 3; 1g; B = f6; 5; 4; 2g
の時の標準表現は AABBBABAである。この標準表現はカードが使用されるカード全体の
中でどれほどの強さなのかを示すものである。また、標準表現が同じカード A,Bとカード
A',B'があるとき、それぞれに含まれる得点札の枚数が同じであれば、それぞれのゲームの
結果は全く同じになる。
2n枚のカードのうち、得点札の枚数を k 枚とし、Aに含まれる得点札が p枚、Bに含ま
れる得点札が k   p枚とする。を手番を表す変数とする。 = 0の時は次のトリックにお
いて Rightが先手で、1の時は Leftが先手である。ゲームの途中での状態を (,A,B)と表
す。そして V n(A;B)を Leftの状態の値とする。この値は Leftと Rightが最適なプレイを
行うと仮定した時のゲーム終了時に Leftが取る得点カードの枚数である。
またカード a; bの大小関係を示す記号を以下のように定義する。
[a; b] =

1 if b<a
0 if a<b
 = 0 のとき、Right が先にカード bj 2 B を選び、その後に Left がカード ai 2 A を
Right が出したカード bj が何か知っている状態で選ぶ。si;j を aiと bj に含まれる得点札
の枚数とすると、このときのゲームの状態は ([ai; bj ]; A   faig; B   fbjg) であり Left は
V
[ai;bj ]
n 1 (A  faig; B   fbjg)枚の得点札を得る。このときの式を示すと以下のようになる。
V 0n (A;B) = min
b2B
max
a2A
([si;j  [ai; bj ] + V [ai;bj ]n 1 (A  faig; B   fbjg))
 = 1のとき、同様に以下の式で示される。
V 1n (A;B) = max
a2A
min
b2B
(si;j  [ai; bj ] + V [ai;bj ]n 1 (A  faig; B   fbjg))
利得行列 Gとはプレイヤー１とプレイヤー２がそれぞれ n個、m個の戦略を持つときに
得られる n × m行列である。i行 j 列の要素 gi;j はプレイヤーがそれぞれ i番目と j 番目
の戦略をとった時のプレイヤー 1 の利得である。本研究の利得行列は、手札のカード 1 枚
ずつがそれぞれ１つの戦略としてみなされ、ゲーム開始時に n × n 行列として得られる。
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その要素は両者が最適なプレイをした時に Leftの取得する得点札の枚数である。利得行列
G(A;B) = (gij)は以下のように表せる。
gij = si;j  [aibj ] + V [ai;bj ]n 1 (A  faig; B   fbjg) (1)
(1) 式は ai; bj を出したトリックでの Left の獲得枚数と ai; bj を出した後に Left が獲得す
る得点札の枚数の合計になっている。それぞれを別の行列 Tと行列Wとして以下のように
定義する。行列 Gおよび行列 T,行列Wの例を図 1に示す。
tij = si;j  [aibj ]
wij = V
tij
n 1(A  faig; B   fbjg)
図 1 k = 6 のときの利得行列 G(f6,3,1g,f5,4,2g) と行列 T(f6,3,1g,f5,4,2g) と行列
W(f6,3,1g,f5,4,2g).
3 Kahnらの研究について
[4]で扱われるゲームWhistの勝利条件は多くのトリックを獲得したプレイヤーの勝利で
ある。この勝利条件は本研究における得点札の枚数 k = 2nすなわち、使用する全てのカー
ドが得点札である場合と等価である。その場合について [4]では以下の定理が示されている。
以下の定理 1は後手のプレイヤーの優位性を示すものである。プレイヤーが後手である事
は重要であるがこの定理 1 はゲーム中においてそれがどれほど重要であるかを、取れるト
リック数を用いて示している。
定理 1 先手である事は先手でない事に対して高々１トリック分の差しか生じない。つまり
以下の関係をみたす。
V 1n (A;B)  V 0n (A;B)  1 + V 1n (A;B)
定理 2は手札に大きな数字のカードを持つ事はプレイヤーにとって得であるということを
示している。
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定理 2 A [ B の中に aと bの間の値をとる要素がなく、a 2 A; b 2 B; b > aと仮定する。
A0 = (A  fag) [ fbg; B0 = (B   fbg) [ fagとする。その時以下の関係を満たす。
V n(A;B)  V n(A0; B0)  V n(A;B) + 1
4 2枚の得点札の場合の解析
本章では得点札が使用するカードの中で大きい方から 2枚の場合について、Leftと Right
の両プレイヤーが最善を尽くした場合に Leftが獲得する得点札の枚数が 2枚の時は勝利、1
枚の時は引き分け、0枚の時は敗北として必勝性判定を行う。手札行列 Hの要素 hi;j を以
下のように定義する [3]。
hi;j =

1; if ai > bj
 1; if ai < bj
この手札行列は 1トリックを終えるごとに更新されていく。ai; bj が出された直後のトリッ
クの手札行列は元の手札行列から i行目と j 列目を削除する事で得られる。
2枚の得点札が Aにのみ存在する場合、Leftは明らかに得点札を 2枚獲得する。これは
得点札が他のどのようなカードより大きいため、Leftが得点札を出したトリックでは Right
がいかなるカードを出しても Leftがトリックを取り、得点札を獲得するためである。得点
札が Bにのみ存在する場合も同様に Leftは得点札を得ることはできない。
次に得点札 2枚が異なるプレイヤーの手札に含まれる場合を考える。一般生を失うことな
く得点札 2nが Aに、2n  1が Bに含まれると仮定する。このとき a1 = 2n; b1 = 2n  1
である。この場合、次の定理が成り立つ。
定理 3 Left が最初のトリックで先手プレイヤーであるとする。Left と Rightは最適な戦
略を取るものとする。Leftは得点札を 1枚のみ獲得する。
証明 最初のトリックで Left が a1 を出したとき、Right が b1 以外を出す。この後のト
リックでは、Left は Right の得点札 b1 より大きいカードを手札に持たない。したがって
Left は得点札を 1 枚しか獲得できない。最初のトリックで Left が a1 以外を出したとき、
Rightが b1 を出す。したがって以降のトリックで Leftは得点札 a1 = 2nで b1 = 2n  1に
勝ち、得点札を 2枚獲得する機会を失う。よって Leftは得点札を 1枚しか獲得できない。2
定理 4 Rightが最初のトリックの先手プレイヤーである。Leftと Rightは最適な戦略を取
るものとする。hi;i =  1(3  i  n)である場合、Leftは得点札を 2枚獲得する。それ以外
の場合、Leftは得点札を 1枚だけ獲得する。
証明 まず hi;i =  1(3  i  n) のときに Left が得点札を 2 枚獲得する戦略を示す。最
初のトリックで Right が b1 を出した場合、Left は a1 を出して得点札 2 枚を獲得する。
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Right が bj(3  j  n) を出した場合、hi;i =  1 であるので Left は aj を出すことで次
のトリックの先手プレイヤーを Right にすることができる。また、トリック終了後の手札
行列 H' はゲーム開始時の手札行列から j 行 j 列 を削除して得られるため、H' の要素は
h0i;i =  1(3  i  n   1)をみたす。したがって各プレイヤーの手札が 1枚ずつ減ったが、
Rightが先手プレイヤーであり、手札行列 Hの要素が hi;i = (3  i  n  1)であるという
定理 4の仮定が維持されている。Rightが b2を出した場合について考える。h2;2 =  1であ
れば Lは a2 を出すことで bj(3  j  n)を出された場合と同様に定理 4の先手プレイヤー
が Rightである事と手札行列の要素 hi;i =  1(3  i  n  1)の仮定が維持されている。も
し Rightが b2 を出して h2;2 = 1 の場合、Lは a3 を出す。h3;3 =  1 であるので a3 < b3
より a2 < b3 である。このとき、手札行列 H'は Hの 3行目と 2列目を削除して得られる
が、h2;3 = 1であるので手札行列 H'の要素 h'は h02;2 = 1となる。h0i;i(3  i  n  1)は 2
行目と 3列目の削除により、h0i;i = hi+1;i+1 =  1となる。また次のトリックの先手プレイ
ヤーは Rightのままであるので、定理 4の仮定が維持されている。
Rightが先手プレイヤーであり、hi;i =  1(3  i  n)の状態を保ちながら以上のケースを
繰り返すと、常に Rightが先手プレイヤーのままで A = fa1; a2g; B = fb1; bcg(2  c  n)
の状態に到達する。このとき、Rightが得点札 b1 を出した時は Leftも得点札 a1 を出すこ
とで得点札を 2枚獲得する。Rightが非得点札を出した時は、Leftも非得点札を出し、次の
トリックで Leftが得点札を 2枚獲得する。この際、最後のトリックでは先手と後手が関係
ないため、非得点札同士のカードの大小は獲得枚数に影響しない。以上より、Leftは得点札
を 2枚獲得する。
次に 3  i  n の範囲で hd;d = 1 となるような d(3  d  n) が存在するときに Right
が得点札を 1枚取る戦略を示す。最初のトリックで Rightは bd を出す。Leftが ad 以上の
カードを出すと bd < ad であるため Left がトリックを獲得し次のトリックの先手プレイ
ヤーになる。このとき、定理 3より Rightは得点札を 1 枚獲得できる。最初のトリックで
Rightが bd を出し、Leftが bdに負けるカード at(d < t  n)を出した場合を考える。次の
トリックの手札行列 H'は Hの t行目と d列目を削除して得られる。このときの h0d;d につ
いて考える。最初の手札行列 Hにおいて bd < adおよび bd+1 < bd より hd;d+1 = 1である。
ここから t行目と d列目を削除するので、h0d;d = hd;d+1 であるので h0d;d = 1である。そし
て次のトリックの先手プレイヤーは Rightであるので、定理 4の先手プレイヤーの仮定と、
手札行列の要素に hd;d = 1となる d(3  d  n  1)が存在するという仮定が維持されてい
る。これを繰り返していくと少なくとも手札行列が d × d行列になるときには任意の iに対
し hi;d = 1となるため、Lがいかなるカードを出しても Lが先手プレイヤーになる。この
とき、定理 3より Rightは得点札を 1枚のみ獲得する。 2
以上から得点札が 2枚の場合の必勝判定を行うことができる。
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5 複数枚の得点札を持つゲームの解析
5.1 ゲームの解析
本章では本論文で扱うゲームについて、Kahnらの結果と同様の解析を行う。定理 1の後
手番の優位性は得点札が存在するルールでも手番のルールは共通しているので必勝性に深く
関わってくる。また、定理 2の大きい数字のカードを所持する事の優位性は、得点札と得点
札でないカードの２種類にカードが別けられるので、得点札同士の交換、得点札でないカー
ド同士の交換、得点札と得点札でないカードの交換の 3つの場合に分けて証明を行う。
以下本章で扱う手札 Aと Bを次のように仮定する。Aの持つ最小の得点札 ap と Bの持
つ最小の得点札 bk p の大小関係が ap > bk p であり、また A に含まれる全ての非得点札
ap+1:::an が Bに含まれる全ての非得点札 bk p+1:::bn より小さい。
図 3は ai,bj の組み合わせでどちらがトリックを取るかを示した図である。(a)は一般的
な場合について示している。ai が得点札であり bj が非得点札であるような領域は ai > bj
であるので明らかに Leftがトリックを取る。ai が非得点札で bj が得点札であるような領域
についても同様に ai < bj であるので明らかに Rightがトリックを取る。ai; bj がともに得
点札、または非得点札であるような領域は、ai > bj である部分は Leftがトリックを取り、
ai < bj である部分は Rightがトリックを取るが、手札のカードによってその範囲は異なる。
ある行について見れば bj > bj+1 であるので右側の要素ほど Leftがトリックを取りやすく、
また列について見れば ai > ai+1 であるので上側の要素ほど Leftがトリックを取りやすい。
(b)は手札の仮定を満たす場合についての図となっている。Aの持つ最小の得点札 ap が
Bのもつ最小の得点札 bk p よりも大きいため、図 3(b)の左上の両者が得点札同士を出す領
域の内、一番右の列は全て Leftがトリックを取る。また Aに含まれる非得点札全てが Bの
全ての非得点札よりも小さいため、図 3(b)の右下の非得点札同士の領域は全て Rightがト
リックを取る。
図 2 手札 ai,bj の組み合わせでどちらがトリックを取るかを示した図
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次に手札が同じ時に得点札の枚数 kを変化させた場合について考える。得点札を獲得する
ためには自分の所持する得点札を出してトリックを取る、または相手の所持する得点札に対
して得点札を出してトリックを取る事が必要である。得点札は使用するカードの大きい方か
ら k枚なので、標準表現が同じならば得点札の枚数が多い方が得点札を獲得する機会が多く
なる。以下の性質は A、Bの各カードの大小関係が同じ時に、得点札の枚数が 1枚変わる事
による V n(A;B)の差を示している。
性質 1 V (m)(A;B)を k = mの時の V n(A;B)とする。この時、以下の関係を満たす。
V (m)（A;B)  V (m+1)（A;B)  V (m)（A;B) + 1
証明 まず、左の不等式を示す。得点札の枚数を変化させても、カードの数字は変わらな
いので Aと Bの各カードの大小関係は同じである。したがって、Leftは k = mの時の戦
略を k = m + 1の時に用いることで少なくとも k = mで Leftが取得した得点札は獲得で
きる。よって左側の不等式が成り立つ。次に右の不等式を示す。左の不等式の場合と同様に
得点札の枚数を変化させてもカードの大小関係が同じであるので、Rightは k = mの時の
戦略を k = m+ 1の時に用いることで、少なくとも k = mで Rightが取得した得点札は獲
得できる。また、このとき k = mで非得点札であったカードが k = m+ 1で得点札になっ
たとき、Right がそのカードを獲得していた場合は V (m+1)(A;B) は V (m)(A;B) のままで
ある。Leftがそのようなカードを獲得していれば明らかに V (m+1)(A;B) = V (m) + 1 であ
る。よって右側の不等号が成り立つ。
以下の補題は以下の定理の証明中において minj maxi wi;j を求める際に用いる。行列W
の要素の大小関係からその候補となる要素を求める補題である。
補題 1 r1  :::  rl  rl+1  :::  rn; s1  :::  sl  sl+1  :::  sn を満たす時、
min(max(r1; s1);max(r2; s2); :::;max(rn; sn)) = max(rl; sl) である。
証明 1  i  l   1 の時、ri  ri+1 および si  si+1 より max(ri+1; si+1) = ri+1 
ri  max(ri; si) であり max(ri; si) = si のとき、si > ri  ri+1 より max(ri; si) >
ri+1 である。また max(ri+1; si+1) = si+1 のときも同様に max(ri; si) > si+1 であ
る。したがって max(ri; si)  max(ri+1; si+1) である。同様に l  i  n   1 の時、
ri  ri+1および si  si+1 より max(ri; si)  max(ri+1; si+1) である。したがって
min(max(r1; s1);max(r2; s2); :::;max(rn; sn)) = max(rl; sl)である。
以下の定理は本論文のゲームのルールにおける性質を示している。これらの証明は後に行
う。同じ手札で先手である場合と後手である場合の得点の差は以下の式の関係をみたす。
定理 5 手札 A,Bについて最小の得点札が Bに含まれていて、Aに含まれている非得点札
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が全て B に含まれている非得点札より小さいとする。後手番であることは先手番であるこ
とより高々得点札２枚分有利である。それは以下の式で示される。
V 1n (A;B)  V 0n (A;B)  2 + V 1n (A;B)
次に A と B の連続したカードを交換する事を考える。以下の定理は得点札同士の交換、
得点札でないカード同士の交換、そして得点札と得点札でないカードの交換において Left
の得点が交換前後でどの程度増減する可能性があるかを示している。
定理 6 手札A,Bについて、最小の得点札が Bに含まれていて、Aに含まれている非得点札
が全て Bに含まれている非得点札より小さいとする。a 2 A; b 2 B; a < b; aと b は連
続であり、また a、bが共に得点カード、A0 = (A fag)[ fbg; B0 = (B  fbg)[ fag
とする。カードの交換前後の V n(A;B)は  = 0または１どちらでも以下の関係を満たす。
V εn (A;B)  V εn (A0; B0)  V εn (A;B) + 2
定理 7 手札 A,Bについて最小の得点札が Bに含まれていて、Aに含まれている非得点札
が全て Bに含まれている非得点札より小さいとする。a 2 A; b 2 B; b < a; aと b は連
続であり、また a、bは共に非得点カード、A0 = (A fag)[fbg; B0 = (B fbg)[fag
とする。カードの交換前後の V n(A;B)は  = 0または１どちらでも以下の関係を満たす。
V εn (A;B)  V εn (A0; B0)  V εn (A;B) + 2
定理 8 手札 A,Bについて最小の得点札が Bに含まれていて、Aに含まれている非得点札
が全て Bに含まれている非得点札より小さいとする。a 2 A; b 2 B; a < baと b は連
続であり、また aは非得点カード、bは得点カードである時、A0 = (A fag)[fbg; B0 =
(B   fbg) [ fagとする。カードの交換前後の V n(A;B)は  = 0または１どちらでも以
下の関係を満たす。
V εn (A;B)  1  V εn (A0; B0)  V εn (A;B) + 1
上記の４つの定理の証明は帰納法で行われ、それぞれの証明は個別ではなく１つの証明の
中で行う。以上の定理が全て n  1のときに成り立つと仮定し、それぞれの定理で nのとき
について証明を行う。その証明の中で、定理 5の証明のために定理 6から定理 8の n  1の
ときの仮定を用い、また定理 6から定理 8の証明のために定理 5の n  1のときの仮定を用
いる。
証明 まず各定理について n = 1の場合を考える。定理 5に関して、n = 1の時に先手と
後手が入れ替わる事は V n（A;B)に影響を及ぼさないので成立している。
定理 6 に関して、n = 1 の時は a = 1; b = 2 かつ共に得点札である状況である。この場
合に交換を行えば  = 0; 1 両方で 明らかに V n(A0; B0) = V n(A;B) + 2 を満たす。得点札
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でないカード同士の交換を行う定理 7に関して n = 1の時は a = 2; b = 1であるが交換を
行っても得点札が存在せず交換前後で V n(A;B)の変化がないため、成立している。定理 8
の場合の n = 1の時は a = 1; b = 2かつ 2のカードのみ得点札の場合のみ、この定理に示
す交換が可能である。この時 V n(A0; B0) = V n(A;B) + 1を満たす。
ここから帰納ステップの証明に入る。まず、nの時の定理 6について考える。a 2 A; b 2
B; a < bで共に得点札であり aと bは A [ B において連続した要素である。 = 0およ
び = 1の場合の V n(A;B)はそれぞれ以下の式で表される。
V 0n (A;B) = min
b2B
max
a2A
(2  [ab] + V [ab]n 1(A  fag; B   fbg))
V 1n (A;B) = max
a2A
min
b2B
(2  [ab] + V [ab]n 1(A  fag; B   fbg))
これらの値が aと b の交換で変わらないか、高々 2だけ増える事を、各カード ai; bj の
組み合わせにおいて確かめる。
(i)a 6= a; b 6= b の時 ga;b は以下の式になる。
交換前
sa;b  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg)
交換後
sa;b  [a; b] + V [a;b]n 1 (A0   fag; B0   fbg)
定理 6の n  1の場合より、
V
[a;b]
n 1 (A  fag; B   fbg)  V [a;b]n 1 (A0   fag; B0   fbg)
 V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg) + 2 (2)
残された手札は交換した連続しているカード a; b のみが交換前後で異なるだけなので、
上の不等式に sa;b  [ab]を追加するだけである。
(ii)a = a; b 6= b かつ bが得点札のとき
aと b及び bと bの大小関係は不明なため [a; b]; [b; b]の値が決まらないが、ga;b は以下
の式になる。
交換前
2  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg)
交換後
2  [b; b] + V [b;b]n 1 (A0   fbg; B0   fbg)
aと b が連続したカードであるので [a; b] = [b; b]である。したがってトリック後の手
札の組 (A   fag; B   fbg) は (A0   fbg; B0   fbg) と同じ標準表現を持ち、得点札の枚
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数も同じである。標準表現は使用されるカード全体の並びであるので、これが全く同じ時、
Leftは (A fag; B  fbg)の戦略を用いることで (A0 fbg; B0 fbg)のときに全く同じ
だけ得点札を獲得できる。このため交換前と交換後で同じ値となる。
(iii)a = a; b 6= b かつ bが得点札でないとき
a > b; b > bであるので ga;b は以下の式になる。
交換前
１  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg) = 1 + V 1n 1(A  fag; B   fbg)
交換後
1  [b; b] + V [b;b]n 1 (A0   fbg; B0   fbg) = 1 + V 1n 1(A0   fbg; B0   fbg)
(ii)と同様の理由により交換前と交換後で値は変わらない。
(iv)a 6= a; b = bかつ aが得点札のとき
a と aおよび a と b の大小関係が不明であるが aと b は連続したカードであるので、
[a; b] = [a; a]である。(ii)と同様に ga;b は以下の式になる。
交換前
2  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg)
交換後
2  [a; a] + V [a;a]n 1 (A0   fag; B0   fag)
(ii)と同様の理由により交換前と交換後で値は変わらない。
(v)a 6= a; b = b かつ aが非得点札のとき
a < a; a < b であるので ga;b は以下の式になる。
交換前
１  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg) = V 0n 1(A  fag; B   fbg)
交換後
1  [a; a] + V [a;a]n 1 (A0   fag; B0   fag) = V 0n 1(A0   fag; B0   fag)
(ii)と同様の理由により交換前と交換後で値は変わらない。
(vi)a = a; b = b のとき
ga;b は以下の式になる。
交換前
2  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg) = V 0n 1(A  fag; B   fbg) (3)
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交換後
2  [b; a] + V [b;a]n 1 (A0   fbg; B0   fag)
= 2 + V 1n 1(A
0   fbg; B0   fag)
この時、(A0 fbg; B0 fag) = (A fag; B fbg)であるので以下の関係が成り立つ。
2 + V 1n 1(A
0   fbg; B0   fag)
= 2 + V 1n 1(A  fag; B   fbg) (4)
また n  1の時の定理 5より、以下の関係を満たしている。
2 + V 1n 1(A  fag; B   fbg)
 V 0n 1(A  fag; B   fbg) (5)
また (4)において n  1の時の定理 5より
2 + V 1n 1(A  fag; B   fbg)  2 + V 0n 1(A  fag; B   fbg) (6)
である。以上の (i)から (vi)の場合において、カードの交換によって V n(A;B)の交換後の
値が交換前の値と変わらないか、高々 2増えるのみであることが示された。
nの時の定理 7について考える。aと b は a 2 A; b 2 B; b < aを満たす共に得点札
ではないカードで、aと bは A [ B において連続した要素である。定理 6と同様に証明を
行う。
(i)a 6= a; b 6= b のとき ga;b は以下の式になる。
交換前
sa;b  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg)
交換後
sa;b  [a; b] + V [a;b]n 1 (A0   fag; B0   fbg)
定理 7の n  1の場合より以下の関係が成り立つ。
V
[ab]
n 1(A  fag; B   fbg)  V [ab]n 1(A0   fag; B0   fbg)
 V [ab]n 1(A  fag; B   fbg) + 1
定理 6 の (i) の場合と同様の理由により、残された手札は交換した連続しているカード
a; b だけが交換前後で異なるだけなので、上の不等式に [ab]を追加するだけである。
(ii)a = a; b 6= b かつ bは得点札でないとき
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aと b及び bと bの大小関係は不明なため [ab]; [bb]の値が決まらないが、大小関係が
わかっていても V n(A;B)は以下の式になる。
交換前
0  [ab] + V [ab]n 1 (A  fag; B   fbg) = V [a
b]
n 1 (A  fag; B   fbg)
交換後
0  [bb] + V [bb]n 1 (A0   fbg; B0   fbg) = V [b
b]
n 1 (A
0   fbg; B0   fbg)
定理 6の証明における (ii)と同様の理由で交換前と交換後の値は変わらない。
(iii)a = a; b 6= b かつ bが得点札であるとき
a < b; b < bであるので ga;b は以下の式になる。
交換前
１  [ab] + V [ab]n 1 (A  fag; B   fbg) = V 0n 1(A  fag; B   fbg)
交換後
1  [bb] + V [bb]n 1 (A0   fbg; B0   fbg) = V 0n 1(A0   fbg; B0   fbg)
上記 (ii)と同様の理由により交換前と交換後で値は変わらない。
(iv)a 6= a; b = bかつ aが非得点札であるとき
aと a 及び bと a の大小関係は不明なため [a; b] と [a; a] の値が決まらないが [a; b] =
[a; a]である。ga;b は以下の式になる。
交換前
0  [ab] + V [ab]n 1 (A  fag; B   fbg) = V [ab
]
n 1 (A  fag; B   fbg)
交換後
0  [aa] + V [aa]n 1 (A0   fag; B0   fag) = V [aa
]
n 1 (A
0   fag; B0   fag)
(ii)と同様の理由により交換前と交換後で値は変わらない。
(v)a 6= a; b = b かつ aは得点札であるとき
a > a; a > bbであるので ga;b は以下の式になる。
交換前
１  [ab] + V [ab]n 1 (A  fag; B   fbg) = 1 + V 1n 1(A  fag; B   fbg)
交換後
1  [aa] + V [aa]n 1 (A0   fag; B0   fag) = 1 + V 1n 1(A0   fag; B0   fag)
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(ii)と同様の理由により交換前と交換後で値は変わらない。
(vi)a = a; b = b のとき
ga;b は以下の式になる。
交換前
0  [ab] + V [ab]n 1 (A  fag; B   fbg) = V 1n 1(A  fag; B   fbg) (7)
交換後
0  [ba] + V [ba]n 1 (A0   fbg; B0   fag)
= 0 + V 0n 1(A
0   fbg; B0   fag)
この時、(A0   fbg; B0   fag) = (A  fag; B   fbg)であるので式は次のように変形で
きる。
V 0n 1(A
0   fbg; B0   fag)
= V 0n 1(A  fag; B   fbg) (8)
また n  1の時の定理 5より以下の関係を満たしている。
V 0n 1(A  fag; B   fbg)
 V 1n 1(A  fag; B   fbg) (9)
また n  1の時の定理 5より
V 0n 1(A  fag; B   fbg)  2 + V 1n 1(A  fag; B   fbg) (10)
以上の (i)から (vi)の場合において、カードの交換によって V n(A;B)の交換後の値が交換
前の値と変わらないか、高々 2増えるのみであることが示された。
同様に nの時の定理 8について考える。aと bは a 2 A; b 2 B; a < bを満たしてお
り、aは得点札ではないカード、bは得点札である。aと bは A [B において連続した要素
である。定理 6と同様に証明を行う。
aと b は連続かつ a は非得点札、b は得点札なので、a は非得点札の中で最大のカー
ドであり、b は得点札の中で最小のカードである。
(i)a 6= a; b 6= b のとき
交換前
sa;b  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg)
交換後
sa;b  [a; b] + V [a;b]n 1 (A0   fag; B0   fbg)
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定理 8の n  1の場合より以下の関係を満たしている。
V
[a;b]
n 1 (A  fag; B   fbg)  1  V [a;b]n 1 (A0   fag; B0   fbg)
 V [ab]n 1(A  fag; B   fbg) + 1 (11)
定理 6 のときの (i) の場合と同様の理由により、残された手札は交換した連続している
カード a; b だけが交換前後で異なるだけなので、上の不等式に [a,b]を追加するだけであ
る。
(ii)a = a; b 6= b かつ bが得点札であるとき
a < b; b < bであるので ga;bは以下の式になる。
交換前
1  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg) = V 0n 1(A  fag; B   fbg) (12)
交換後
2  [b; b] + V [b;b]n 1 (A0   fbg; B0   fbg) = V 0n 1(A0   fbg; B0   fbg) (13)
交換前の手札 A   fag; B   fbg と交換後の手札 A0   fbg; B0   fbg に含まれてい
るカード全体の得点札の枚数を比較する。Left が交換前に a、交換後に b を出してい
るため交換前の方が得点札が 1 枚多くなっている。しかし交換前後の手札で標準表現に
変化はないため、性質１から V 0n 1(A0   fbg; B0   fbg)  V 0n 1(A   fag; B   fbg) 
V 0n 1(A
0 fbg; B0 fbg) + 1の関係が成り立つ。よって交換後の V n(A;B)は交換前より
等しいか１だけ小さい値となる。
(iii)a = a; b 6= b かつ bが得点札でない時
a > b; b > bであるので V n(A;B)は以下の式になる。
交換前
0  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg) = V 1n 1(A  fag; B   fbg) (14)
交換後
1  [b; b] + V [b;b]n 1 (A0   fbg; B0   fbg) = 1 + V 1n 1(A0   fbg; B0   fbg) (15)
(ii) と同様に交換前の手札 A   fag; B   fbg と交換後の手札 A0   fbg; B0   fbg に含ま
れているカード全体の得点札の枚数を比較すると、Left が交換前に a、交換後に b を出
しているため、交換前の方が得点札の枚数が 1 枚多い。また交換前後の手札で標準表現に
変化はないため、性質１から V 1n 1(A0   fbg; B0   fbg)  V 1n 1(A   fag; B   fbg) 
1+ V 1n 1(A
0  fbg; B0  fbg)の関係を満たしている。よって交換後の値は交換前と変わら
ないか１だけ増えた値になる。
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(iv)a 6= a; b = bかつ aは得点札でないとき
a < a; a < b であるので V n(A;B)の式は以下の式になる。
交換前
1  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg) = V 0n 1(A  fag; B   fbg) (16)
交換後
0  [a; a] + V [a;a]n 1 (A0   fag; B0   fag) = V 0n 1(A0   fag; B0   fag) (17)
交換前後の手札 (A   fag; B   fbg)と (A0   fag; B0   fag)に残された得点札の枚数
を比較すると、交換後の手札の方が得点札の枚数が多いので性質１から V 0n 1(A  fag; B  
fbg)  V 0n 1(A0   fag; B0   fag)  V 0n 1(A   fag; B   fbg) + 1である。したがって
交換後の値は変わらないか１増えるのみである。
(v)a 6= a; b = b かつ aが得点札であるとき
a > a; a > b であるので V n(A;B)は以下の式になる。
交換前
2  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg) = 2 + V 1n 1(A  fag; B   fbg) (18)
交換後
1  [a; a] + V [a;a]n 1 (A0   fag; B0   fag) = 1 + V 1n 1(A0   fag; B0   fag) (19)
(ii) と同様に交換前の A   fag; B   fbg と交換後の手札 A0   fag; B0   fag のカー
ド全体に含まれている得点札の枚数を比較する。Right が交換前に b、交換後に a を
出しているので交換後の手札は交換前の手札より得点札が 1 枚多い。ここで性質１から
V 1n 1(A fag; B fbg)  V 1n 1(A0 fag; B0 fag)  V 1n 1(A fag; B fbg)+ 1で
ある。このとき、V 1n 1(A fag; B fbg)  V 1n 1(A0 fag; B0 fag)であれば交換前と
交換後の値の差は 2  [ab]と 1  [aa]1だけ減るのみであり、V 1n 1(A0   fag; B0   fag) 
V 1n 1(A  fag; B   fbg) + 1であれば交換前と交換後の値の差はなくなる。よって値は変
わらないか１減るのみである。
(vi)a = a; b = b のとき
ga;b は以下の式になる。
交換前
1  [a; b] + V [a;b]n 1 (A  fag; B   fbg) = V 0n 1(A  fag; B   fbg) (20)
交換後
1  [b; a] + V [b;a]n 1 (A0   fbg; B0   fag)
= 1 + V 1n 1(A
0   fbg; B0   fag)
17
この時、交換前の手札 A0   fbg; B0   fagと交換後の手札 A  fag; B   fbgの標準表
現およびカードも全く同じであるので式は次のように変形できる。
1 + V 1n 1(A
0   fbg; B0   fag)
= 1 + V 1n 1(A  fag; B   fbg) (21)
n  1の時の定理 5より以下の関係を満たしている。
1 + V 1n 1(A  fag; B   fbg)
 V 0n 1(A  fag; B   fbg)  1 (22)
また n  1の時の定理 5より
(21)  1 + V 0n 1(A  fag; B   fbg) (23)
以上の (i)から (vi)の場合において、カードの交換によって V n(A;B)の交換後の値が交換
前の値と変わらないか、高々１だけ増減する事が示された。
つぎに定理 5の証明を行う。nの時の定理 5を証明するためにカードの大小関係と二つの
行列 TとWを用いる。まず、行列 Tについて考える。Tの要素 ti;j は以下のようになって
いる。
ti;j =
8>><>>:
0 (i  p+ 1のとき）
1 (i  p; j  k   p+ 1のとき)
2 (i  p; j  k   pかつ ai > bjのとき）
0 (i  p; j  k   pかつ ai < bjのとき)
それぞれの Tの要素について示す。i  p+1の時は、ai では j  k  pのとき得点札 bj に
勝てず [aibj ] = 0となり、j  pのときには得点札が存在しないので si;j = 0になるため、
tij = 0である。i  pの時の Tの要素は、手札 A,Bの条件から j  k   pでは ai > bj の
き tij = 2、ai < bj のとき ti;j = 0である。また j  k   pでは tij = 1である。
次に行列Wについて考える。Wの要素は手札 A,Bの仮定より以下の関係を満たす。
8i wi;k p  wi;k p+1 (24)
これは手札 A,Bの仮定から成立する。wi;k pと wi;k p+1 を比較すると、ai > bk p よりど
ちらの場合でも次のトリックの先手プレイヤーは Leftである。また、wi;k p と wi;k p+1 の
ときの手札 A,Bは同じ標準表現を持ち、それぞれの手札全体に含まれる得点札の枚数を比
較すると、bk p が得点札であり、bk p+1 は非得点札であるので wi;k p のときのカード全体
の得点札は１枚少ない。よって性質１より wi;k p  wi;k p+1 である。
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また、行列Wの上下左右に隣接した要素同士は次のような大小関係である (図 3参照)。
wi+1;j  wi;j(1  i < p; 1  j  k   p); wi;j  wi;j+1(1  i  p; 1  j < k   p) (25)
wi+1;j  wi;j(p+ 1  i < n; 1  j  k   p); wi;j+1  wi;j(p+ 1  i  n; 1  j < n) (26)
wi+1;j  wi;j(1  i < p; k   p+ 1  j  n); wi;j+1  wi;j(1  i  p; k   p+ 1  j < n) (27)
wi+1;j = wi;j(p+ 1  i < n; k   p+ 1  j  n); wi;j = wi;j+1(p+ 1  i  n; k   p+ 1  j < n)
(28)
(25)式から (28)式のそれぞれについてこの関係が成り立つことを示す。
図 3 行列W内の各範囲における上下左右に隣接した要素の大小関係
(i) 1  i  p; 1  j  k   pのとき
[ai+1; bj ] = [ai; bj ] である場合について考える。ai+1 を出した後の手札 A   fai+1g と
ai を出した後の手札 A   faig に残っている ai と ai+1 を比較すると、ai+1 < ai であり、
wi+1;jと wi;j のときの手札 A,Bの標準表現は同一である。よって ai と ai+1 を交換したも
のと見なすことで定理 6の n  1の仮定より wi;j  wi+1;j である。
[ai+1; bj ] 6= [ai; bj ]である場合には、ai+1 < bj < ai なので、[ai+1; bj ] = 0,[ai; bj ] = 1で
ある。このとき、定理 5の n  1の仮定より
wi+1;j = V
0
n 1(A  fai+1g; B   fbjg)
 V 1n 1(A  fai+1g; B   fbjg)
 V 1n 1(A  faig; B   fbjg)
= wi;j (29)
となる。最後の不等式は定理 6の n  1の仮定に従っている。
wi;jと wi;j+1 についても同様に関係を示す事ができる。
(ii) 1  i  p; k   q + 1  j < nのとき
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まず wi;j と wi+1;j の関係を考える。この範囲の任意の i; j について ai > bj、つまり
[ai; bj ] = 1であるのでどのカードの組み合わせでも Leftが勝利する。wi+1;j と wi;j のそれ
ぞれの手札 A  fai+1;jgと A  faigに残された得点札について考えると、ai+1 < ai であ
るので、定理 6の n  1の場合より wi+1;j  wi;j である。次に wi;jと wi;j+1 の関係を考え
る。wi;j+1 の時の Rの手札 B  fbj+1gと wi;j の時の手札 B  fbjgを比較すると、それぞ
れで異なるカードの関係は bj > bj+1 である。定理 7の n   1の仮定より、bjと bj+1 の非
得点カードのうち小さい値の bj+1 が手札に残っている方が Rightは良い結果が得られる可
能性がある。したがって wi;j  wi;j+1 となる。
(iii) p+ 1  i  n; 1  j  k   pのとき
(ii)と同様にこの範囲の全ての i; j について [ai; bj ] = 0である。ai+1 < ai から (ii)と同
様に定理 7より wi+1;j  wi;j である。
wi;jと wi;j+1の関係を考えると、bj > bj+1なので、定理 6の n 1の場合より、bjと bj+1
の得点札であるカードのうち、大きい値の bj が手札に残っている方が Rightは良い結果が
得られる可能性がある。したがって、wi;j+1  wi;j である。
(iv) p+ 1  i  n; k   p+ 1  j  nのとき
手札 Aと Bの仮定より、この範囲の wi;j は連続したカードのどれを出しても全て同じ値
である。したがって明らかに wi+1;j = wi;j = wi;j+1 の関係を満たしている。
次に行列 W の maximinj wi;j について考える。1  i  p のとき、(25)、(27) より
minj wi;j = min(wi;k p; wi;k p+1)である。また、p+ 1  i  nのときも、(26)、(28)か
らminj wi;j = min(wi;k p; wi;k p+1)である。
したがってmaximinj wi;j は次の式で表せる。
max
i
min
j
wi;j = max(min(w1;k p; w1;k p+1); :::;min(wp;k p; wp;k p+1);
min(wp+1;k p; wp+1;k p+1); :::;min(wn;k p; wn;k p+1)) (30)
また、(24),(25),(26)より任意の iに対して wi;k p  wi;k p+1 であるので、以下の式が
成り立つ。
max
i
min
j
wi;j = max(w1;k p; :::; wn;k p)
= max(wp;k p; wp+1;k p) (31)
maximinj wi;j と同様に行列 W の minj maxi wi;j について考える。(25),(26) および
(27),(28) より maxi wi;j = max(wp;j ; wp+1;j) である。したがって minj maxi wi;j は次の
式で表せる。
min
j
max
i
wi;j = min(max(wp;1; wp+1;1); :::;max(wp;n; wp+1;n))
また (24),(26)および (28)と補題 1より min(wp;j ; wp+1;j) = min(wp;k p; wp+1;k p)であ
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る。したがってminj maxi wi;j は次のようになる。
min
j
max
i
wi;j = max(wp;k p; wp+1;k p) (32)
V 1n (A;B)および V 0n (A;B)はそれぞれ (31)、(32)より以下の式が得られる。
V 1n (A;B) = max
i
min
j
(tij + wij)
 max
i
min
j
wij
= max(wp;k p; wp+1;k p) (33)
V 0n (A;B) = min
j
max
i
(tij + wij)
 2 + min
j
max
i
wij
= 2 +max(wp;k p; wp+1;k p) (34)
nの時の定理 5の右側の不等式について (33)式と (34)を当てはめることで、V 0n (A;B) 
2 + wp+1;k p  2 + V 1n (A;B)という式が得られる。左側の不等式についても V 0n (A;B) =
2 + V 1n (A;B) のとき V 1n (A;B) < V 0n (A;B) であるので V 1n (A;B)  V 0n (A;B) である。
よって定理 5の行列Wの関係式が示された。 2
5.2 例
前節で示した定理 5から定理 8について具体的なゲームの例をあげる。
まず、定理 6において獲得枚数の変化が最大になる例を示す。n = 4, k = 4のとき、交換
前の手札を A = f7; 6; 4; 3g; B = f8; 5; 2; 1gとする。この手札では、Rightが先手の場合に
は Leftは得点札を１枚しか獲得できない。ここで連続した数字の得点札の 7と 8を交換す
ると手札はそれぞれ A0 = f8; 6; 4; 3g; B0 = f7; 5; 2; 1gとなる。交換後の手札では Rightが
先手であれば Leftは得点札を 3枚獲得できるため、交換前の手札より得点札 2枚分有利で
ある。
定理 6は数字が連続した得点札同士の交換を行っているが、連続していない得点札同士の
交換についてどれほどの変化があるかを確認する。n = 2; k = 4のとき、A = f3; 1g; B =
f4; 2g のように手札が配られたとする。この手札では、Left が先手の場合、Left は得点
札を獲得することができない。連続でない得点札の 4 と 1 を交換して交換後の手札を
A0 = f4; 3g; B0 = f2; 1gにすることを考える。この交換後の手札 A0; B0 では Leftは得点札
を明らかに 4枚獲得できるため、Leftが先手の場合には交換前と比べて 4枚分得である。で
は、この連続でないカードの交換を連続したカードの交換で、Leftがどれほど有利になるか
を調べていく。まず 1と 2を交換して A00 = f3; 2g; B00 = f4; 1gにする。このとき Leftは
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どちらが先手であっても得点札を 2枚獲得出来るため、Leftが先手の場合には交換前とくら
べて 2枚分有利である。次に 3と 4を交換して A000 = f4; 2g; B000 = f3; 1gにする。このと
き、Leftが先手の場合には得点札は 2枚獲得出来るため変化はない。最後に 2と 3を交換
すると A0; B0 になる。よって連続でない得点札の交換における獲得できる得点札の枚数の
変化は、段階的に見れば定理 6の範囲内に収まっていることがわかる。
次に定理 7において獲得枚数が 1枚増える例を示す。n = 4; k = 4のとき、交換前の手札
を A = f8; 7; 5; 2g; B = f6; 4; 3; 1gとする。このとき、Rightが先手の場合には Leftは得点
札を 3枚獲得する。しかし、2と 1を交換した時、つまり A0 = f8; 7; 5; 1g; B0 = f6; 4; 3; 2g
のような手札になった時、Rightが先手であれば Leftは得点札を 4枚獲得できるため、交
換前よりも得点札１枚分有利である。
最後に定理 8 において獲得枚数が 1 枚減る例を示す。n = 4; k = 4 で交換前の手札を
A = f8; 6; 4; 2g; B = f7; 5; 3; 1gとする。このとき、Rightが先手の場合には Leftは得点札
を 3枚獲得する。ここで 4と 5を交換すると手札はそれぞれ f8; 6; 5; 2g; f7; 4; 3; 1gとなる。
一見すると Leftは得点札を 3枚手札に持っているため有利に見えるが、Rightが先手の場
合には Leftは得点札を 2枚しか獲得できず交換前より得点札 1枚分不利になっている。
5.3 一般化した場合の証明について
定理 5から定理 8の証明は手札A,Bの条件を用いているため、一般的な手札の場合につい
て成りたたないことがある。まず本性での仮定と異なり最小の得点札が、Bに含まれていな
い場合を考える。このとき、行列Wにおいて wp;k pと wp;k p+1 の 2つの要素の大小関係
が wp;k p  wp;k p+1が成り立つとは限らないため、minj maxi wi;j およびmaximinj wi;j
の候補をmax(wp;k p; wp+1;k p)に絞ることができない。
次に、手札の条件の Aに含まれる非得点札が Bに含まれる非得点札よりも全て小さいと
いう仮定を満たさない場合について考える。このときは行列W内の非得点札同士を比較す
る部分の要素（図２右下部分）の大小関係について、隣接した行列Wの要素のトリックの
勝者が同じ場合について以下の補題が成り立つ。
補題 2 [ai; bj ] = [ai+1; bj ]および [ai; bj ] = [ai; bj+1]のときの wi;j は以下の関係にある。
wi+1;j  wi;j (p+ 1  i < n; k   p+ 1  j  n)
wi;j  wi;j+1 (p+ 1  i  n; k   p+ 1  j < n)　
証明 まず上の不等式について示す。wi;j の後のトリックの手札 Aと wi+1;j の後のトリッ
クの手札 Aを比較する。二つの手札で相違している部分は ai+1と ai であるが、この 2枚の
カードは ai+1 < ai という関係にある。したがって定理 7より wi+1;j  wi;j である。
次に下の不等式について示す。上の不等式と同様に wi;j の後のトリックの手札 B と
wi;j+1 の後のトリックの手札 B を比較すると、定理 7 より wi;j の方が wi;j+1 より Right
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は小さい値にできる可能性がある。したがって wi;j  wi;j+1 である。 2
補題 2は隣接した行列Wの要素のトリックの勝者が同じ場合について成り立つものであ
るため、隣接した要素でトリックの勝者が異なる場合には行列の要素の大小関係の式は成
り立たない。その例として、n = 4; k = 4 のときの手札 A = f7; 6; 4; 1g; B = f8; 5; 3; 2g
を考える。a3 = 4; a4 = 1 と b3 = 3 の大小関係は a3 > b3; a4 < b3 であるので、隣接
した行列 W の要素でトリックの勝者が異なっている。図 4 の右下の部分に注目すると、
w3;3 = 1; w4;3 = 2のため wi+1;j  wi;j が成り立っていないことがわかる。
図 4 A=f7; 6; 4; 1g; B = f8; 5; 3; 2gのときの行列W
6 おわりに
本論文では 4章で得点札がカード全体のうち最大の値を持つ 2枚の場合について、プレイ
ヤーが獲得できる得点札の枚数を求めるアルゴリズムを示した。
5章では得点札が複数枚ある場合について、プレイヤーの手札のある条件のもとで、得点
札の枚数や先手番後手番の変化、またカードの大小関係の変化によって獲得できる得点札の
枚数がどれほど変化するかを明らかにした。
全く同じ標準表現である手札であれば、得点札の枚数が多いほどプレイヤーにとって有利
である。また、先手番であることは後手番であることよりも高々得点札 2枚分不利になるこ
とがわかった。所有する得点札が数字が大きいカードであるほうが有利であり、所有する非
得点札は数字が小さいカードである方が有利であることがわかった。また最も小さい得点札
と最も大きい非得点札はどちらを持っていても高々得点札 1枚分損をするか得をすることが
わかった。
本論文では複数枚の得点札が存在する場合において、手札として持つカードに条件をつけ
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た場合について定理を証明したが、より手札が一般的な場合についても解析を行い、問題の
性質を明らかにすることが大きな課題となる。また、得点札の大きさをカード全体の最大か
ら k枚としたが、カード全体の最小から k枚の場合やカード全体の中ほどの大きさであって
も、得点札が連続して存在していれば今回と同様の手法を用いることで、後手番の優位性や
得点札が大きい方が有利であること、非得点札が小さい方が有利であるなどの性質があると
予測している。ハーツに代表されるような得点札を獲得してはならないようなルールについ
ても、得点札をカード全体から連続した k枚のカードであると設定することで、今回の手法
と同様に解析を行い、性質を示すことが可能であると予測している。この場合、プレイヤー
の目的は獲得する得点札の枚数を最大化する事から最小化する事に変わるので、定理 6は成
り立たないと思われる。しかし先手プレイヤーのカードを見てから自分の出すカードを決め
られる後手番の優位性や非得点札が小さいほうが有利である事は得点札を獲得しない事にも
有用であると考えている。
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付録
本論文の性質の解明において C# にて V n(A;B) を求めるプログラムを作成した。その
ソースコードと結果の一部を以下に示す。
ソースコード
using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Linq;
using System.Text;
using System.Threading.Tasks;
using System.IO;
namespace ConsoleApplication1
{
class Program
{
static void Main(string[] args)
{
//WriteFile();
// string filePath = @"c:\Users\0911017\Desktop\4by4_4Scorecard.txt";//出力先ファ
イル名の指定
// StreamWriter sw = new StreamWriter(filePath,true,System.Text.Encoding.GetEncoding("Shift_
JIS"));//出力先、追記するかどうか、文字コード
// Console.SetOut(sw);//出力先設定
int num=4;
int k = 4;
int[] A = new int[4] { 8,7,3,2};
int[] B = new int[4] { 6,5,4,1};
int[] S = new int[num*2];
for (int i = 0; i < k; i++)
{
S[num*2 - i-1] = 1;
}
int[,] G = GenerateG(num, k, A, B,S);
int[,] W = GenerateW(num, k, A, B, S);
// int[,] G = new int[2, 2] { { 1,1 }, { 0,0}};
Console.WriteLine("---------------------------------------");
Console.WriteLine("A is");
showhand(num, A);
Console.WriteLine("B is");
showhand(num, B);
Console.WriteLine("payoff matrix(G) value matrix(W)");
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showtwomatrix(num, G, W);
/* Console.WriteLine("payoffmatrix is ");
showmatrix(num, G);
Console.WriteLine("valuematrix is");
showmatrix(num, W);*/
// Console.WriteLine("A-B is");
// showmatrix(num,subtractionMatrix(num, G, W));
int mami = maxmin(8, G);
int mima = minmax(8, G);
int mamW = maxmin(8, W);
int mimW = minmax(8, W);
Console.WriteLine("maxmin in G :{0} maxmin in W:{1}", mami, mamW);
Console.WriteLine("minmax in G :{0} minmax in W:{1}", mima,mimW);
Console.WriteLine("-----Swap cards----");
SearchSwapG(num, k, A, B, S);
// sw.Dispose();
// Console.ReadKey();
}
public static int[,] GenerateG(int num,int k,int[] A,int[] B,int[] S){
int[,] G = new int[num, num];
if(num > 1){
for (int i = 0; i < num; i++)
{
for (int j = 0; j < num; j++)
{
// if ((A[i] != 0 )&&( B[j] != 0)){//削除されてなければ
// Console.WriteLine("num={0}", num);
// Console.WriteLine("A[{0}]={1} B[{2}]={3}", i, A[i], j, B[j]);
int[] AA = new int[num];
int[] BB = new int[num];
for (int l = 0; l < num; l++)
{
AA[l] = A[l];
BB[l] = B[l];
}
Array.Clear(AA, i, 1); //手札から使用したものを削除する
int[] neoA = new int[num - 1];
Array.Clear(BB, j, 1);
int[] neoB = new int[num - 1];
int countA = 0, countB = 0;
// if (num - 1 > 1){
for (int l = 0; l < num; l++)
{
// Console.WriteLine("l={0},AA[{1}]={2}", l, l, AA[l]);
// Console.WriteLine("l={0},BB[{1}]={2}", l, l, BB[l]);
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if (AA[l] != 0)
{
neoA[countA] = AA[l];
countA++;
// Console.WriteLine("countA={0}", countA);
}
if (BB[l] != 0)
{
neoB[countB] = BB[l];
countB++;
// Console.WriteLine("countB={0}", countB);
}
}
// }
G[i, j] = CalcT(num, k, A[i], B[j],S);
if (A[i] < B[j]) //Rが勝つとき
{
G[i, j] += minmax(num-1,GenerateG(num-1, k, neoA, neoB,S));
}
else//Lが勝つとき
{
G[i, j] += maxmin(num - 1, GenerateG(num-1, k, neoA, neoB,S));
}
// }
}
}
}else{
// Console.WriteLine("num={0},a={1},b={2}",num,A[0],B[0]);
G[0,0]=CalcT(num,k,A[0],B[0],S);
}
return G;
}
public static int CalcV(int num,int k,int[] A,int[] B,int a,int b){
int V=0;
return V;
}
public static int CalcT(int num,int k,int a, int b,int[] S)
{
int T = 0, scoreA=0, scoreB=0;
if (S[a-1] == 1)
{
scoreA = 1;
}
if (S[b-1] == 1)
{
scoreB = 1;
}
if (a > b)
{
T = scoreA + scoreB;
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// Console.WriteLine("Left Wins:a={0} b={1} T={2}", a, b, T);
}
// Console.WriteLine("T={0}", T);
return T;
}
public static int[,] GenerateW(int num, int k, int[] A, int[] B, int[] S)
{
int[,] G = new int[num, num];
if (num > 1)
{
for (int i = 0; i < num; i++)
{
for (int j = 0; j < num; j++)
{
// if ((A[i] != 0 )&&( B[j] != 0)){//削除されてなければ
// Console.WriteLine("num={0}", num);
// Console.WriteLine("A[{0}]={1} B[{2}]={3}", i, A[i], j, B[j]);
int[] AA = new int[num];
int[] BB = new int[num];
for (int l = 0; l < num; l++)
{
AA[l] = A[l];
BB[l] = B[l];
}
Array.Clear(AA, i, 1); //手札から使用したものを削除する
int[] neoA = new int[num - 1];
Array.Clear(BB, j, 1);
int[] neoB = new int[num - 1];
int countA = 0, countB = 0;
// if (num - 1 > 1){
for (int l = 0; l < num; l++)
{
// Console.WriteLine("l={0},AA[{1}]={2}", l, l, AA[l]);
// Console.WriteLine("l={0},BB[{1}]={2}", l, l, BB[l]);
if (AA[l] != 0)
{
neoA[countA] = AA[l];
countA++;
// Console.WriteLine("countA={0}", countA);
}
if (BB[l] != 0)
{
neoB[countB] = BB[l];
countB++;
// Console.WriteLine("countB={0}", countB);
}
}
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// }
// G[i, j] = CalcT(num, k, A[i], B[j], S);
if (A[i] < B[j]) //Rが勝つとき
{
G[i, j] += minmax(num - 1, GenerateG(num - 1, k, neoA, neoB, S));
}
else//Lが勝つとき
{
G[i, j] += maxmin(num - 1, GenerateG(num - 1, k, neoA, neoB, S));
}
// }
}
}
}
else
{
// Console.WriteLine("num={0},a={1},b={2}",num,A[0],B[0]);
G[0, 0] = CalcT(num, k, A[0], B[0], S);
}
return G;
}
public static void SearchSwapG(int num, int k, int[] A, int[] B, int[] S)
{
int[,] SS = new int[num, num];
int[] NA = new int[num];
int[] NB=new int[num];
for (int i = 0; i < num; i++)
{
NA[i] = A[i];
NB[i] = B[i];
}
for (int i = 0; i < num; i++)
{
for (int j = 0; j < num; j++)
{
if( ( (NA[i]==NB[j]+1)&&(S[NA[i]-1]==0&&S[NB[j]-1]==0) )||( (NA[i]==NB[j]-1)&&(S[NB
[j]-1]==1))){
Console.WriteLine("swap a={0} to b={1}",NA[i],NB[j]);
int[,] SG=swapGenerateG(num, k, A, B, S, i, j);
int[,] SW = swapGenerateW(num, k, A, B, S, i, j);
Console.WriteLine("swap matrix G swap matrix W");
//showmatrix(num, SG);
showtwomatrix(num, SG, SW);
Console.WriteLine("swap G maxmin = {0},swap W maxmin = {1}", maxmin(num, SG),ma
xmin(num,SW));
Console.WriteLine("swap G minmax = {0},swap W minmax = {1}", minmax(num, SG),mi
nmax(num,SW));
}
else if ((NA[i] == 1 && NB[j] == 5)||(NA[i] == 5 && NB[j] == 1))
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{Console.WriteLine("swap a={0} to b={1}", NA[i], NB[j]);
int[,] SG = swapGenerateG(num, k, A, B, S, i, j);
int[,] SW = swapGenerateW(num, k, A, B, S, i, j);
Console.WriteLine("swap matrix G swap matrix W");
//showmatrix(num, SG);
showtwomatrix(num, SG, SW);
Console.WriteLine("swap G maxmin = {0},swap W maxmin = {1}", maxmin(num, SG), maxmin(num, SW));
Console.WriteLine("swap G minmax = {0},swap W minmax = {1}", minmax(num, SG), minmax(num, SW));
}
}
}
}
public static void SearchSwapW(int num, int k, int[] A, int[] B, int[] S)
{
int[,] SS = new int[num, num];
int[] NA = new int[num];
int[] NB = new int[num];
for (int i = 0; i < num; i++)
{
NA[i] = A[i];
NB[i] = B[i];
}
for (int i = 0; i < num; i++)
{
for (int j = 0; j < num; j++)
{
if ((NA[i] == NB[j] + 1) || (NA[i] == NB[j] - 1))
{
swapGenerateW(num, k, A, B, S, i, j);
}
}
}
}
public static int[,] swapGenerateG(int num, int k, int[] A, int[] B, int[] S, int Ai, int Bj)
{
int[] SA=new int[num];
int[] SB=new int[num];
for(int i=0;i<num;i++){
SA[i]=A[i];
SB[i]=B[i];
}
int swap = SA[Ai];
SA[Ai] = SB[Bj];
SB[Bj] = swap;
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sorthand(num, SA);
sorthand(num, SB);
Console.WriteLine("A is");
showhand(num, SA);
Console.WriteLine("B is");
showhand(num, SB);
return GenerateG(num, k, SA, SB, S);
}
public static int[,] swapGenerateW(int num, int k, int[] A, int[] B, int[] S, int Ai, int Bj)
{
int[] SA = new int[num];
int[] SB = new int[num];
for (int i = 0; i < num; i++)
{
SA[i] = A[i];
SB[i] = B[i];
}
int swap = SA[Ai];
SA[Ai] = SB[Bj];
SB[Bj] = swap;
/*
Console.WriteLine("A is");
showhand(num, SA);
Console.WriteLine("B is");
showhand(num, SB);
* */
sorthand(num, SA);
sorthand(num, SB);
return GenerateW(num, k, SA, SB, S);
}
public static int maxmin(int num,int[,] hand)
{
// Console.WriteLine("------maxmin-------");
// showmatrix(num, hand);
int i=0, j=0;
int[] imin=new int[num];
for(i=0;i<num;i++){
imin[i]=10;
}
int[,] w = hand;
for (i = 0; i < num; i++)
{
for (j = 0; j < num; j++)
{
// Console.WriteLine("maxmin w[{0},{1}]={2}", i, j, w[i, j]);
if (imin[i] >= w[i, j])//各行の最小値を求める
{
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imin[i] = w[i, j];
}
}
}
for (i = 0; i < num; i++)
{
if (imin[0] <= imin[i])//各行の最小の最大を求める
{
imin[0] = imin[i];
}
}
// Console.WriteLine("maxmin ={0}", imin[0]);
// Console.WriteLine("------------------");
return imin[0];
}
public static int minmax(int num,int[,] hand)
{
// Console.WriteLine("------minmax-------");
// showmatrix(num,hand);//行列の表示
int i = 0, j = 0;
int[] jmax = new int[num];
for (i = 0; i < num; i++)
{
jmax[i] = 0;
}
int[,] w = hand;
for (j = 0; j < num; j++)
{
for (i = 0; i < num; i++)
{
// Console.WriteLine("minmax w[{0},{1}]={2}", i,j, w[i,j]);
// Console.WriteLine("minmax jmax[{0}]={1}", i, jmax[i]);
if (jmax[j] <= w[i, j])//各列の最大値を求める
{
jmax[j] = w[i, j];
// Console.WriteLine("minmax Change jmax[{0}]={1}", j, jmax[j]);
}
}
}
for (j = 0; j < num; j++)
{
// Console.WriteLine("minmax jmax[{0}]={1}", j, jmax[j]);
if (jmax[0] >= jmax[j]) //各列の最大の中の最小を求める
{
jmax[0] = jmax[j];
}
}
// Console.WriteLine("minmax ={0}", jmax[0]);
// Console.WriteLine("------------------");
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return jmax[0];
}
public static void showmatrix(int num,int[,] mat){
for (int l = 0; l < num; l++)
{
for (int k = 0; k < num; k++)
{
if (k == num - 1)
{
Console.WriteLine("{0}", mat[l, k]);
}
else
{
Console.Write("{0}", mat[l, k]);
}
}
}
}
public static void showhand(int num, int[] hand)
{
for (int i = 0; i < num-1; i++)
{
Console.Write("{0} ", hand[i]);
}
Console.WriteLine("{0}", hand[num-1]);
}
public static void showtwomatrix(int num, int[,] A, int[,] B)
{
for (int i = 0; i < num; i++)
{
for (int j = 0; j < 2*num+1; j++)
{
if (j < num)
{
Console.Write(A[i, j]);
}
else if (j == num)
{
Console.Write(" ");
}
else if (j > num && j < 2 * num )
{
Console.Write(B[i,j-(num+1)]);
}else if(j== 2*num){
Console.WriteLine(B[i, j - (num + 1)]);
}
}
}
}
33
public static void sorthand(int num,int[] A){
int swap=0;
for(int i=1;i<num-1;i++){
for (int j = num-1; j >= i; j--)
{
if (A[j-1] < A[j])
{
swap = A[j];
A[j] = A[j - 1];
A[j - 1] = swap;
}
}
}
}
public static int[,] subtractionMatrix(int num, int[,] matA ,int[,] matB)
{
int[,] diff=new int[num,num];
for (int l = 0; l < num; l++)
{
for (int k = 0; k < num; k++)
{
diff[l, k] = matA[l, k] - matB[l, k];
}
}
return diff;
}
public static void WriteFile()
{
string filePath = @"c:\Users\0911017\Desktop\text.txt";
string text = "AAA BBB\r\n CCC\r\n";
StreamWriter sw = new StreamWriter(filePath, true, Encoding.ASCII);
sw.Write(text);
sw.Close();
}
}
}
実行結果の例
実行結果中のA、Bはそれぞれ Left、Rightの手札であり、Payomatrixは利得行列G、
value matrixは行列Wである。また各手札A,Bの場合について交換可能なカードがある場
合にどのように交換した時に利得行列Gと行列Wのmaximinj wi;j およびminj maxi wi;j
が交換前後でどう変化したかを表している。
---------------------------------------
A is
8 7 6 5
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B is
4 3 2 1
payoff matrix(G) value matrix(W)
4444 3333
4444 3333
4444 3333
4444 3333
maxmin in G :4 maxmin in W:3
minmax in G :4 minmax in W:3
-----Swap cards----
swap a=5 to b=1
A is
8 7 6 1
B is
5 4 3 2
swap matrix G swap matrix W
4333 2222
4333 2222
4333 2222
3444 3444
swap G maxmin = 3,swap W maxmin = 3
swap G minmax = 4,swap W minmax = 3
---------------------------------------
A is
8 7 6 4
B is
5 3 2 1
payoff matrix(G) value matrix(W)
4333 2222
4333 2222
4333 2222
3444 3444
maxmin in G :3 maxmin in W:3
minmax in G :4 minmax in W:3
-----Swap cards----
swap a=4 to b=5
A is
8 7 6 5
B is
4 3 2 1
swap matrix G swap matrix W
4444 3333
4444 3333
4444 3333
4444 3333
swap G maxmin = 4,swap W maxmin = 3
swap G minmax = 4,swap W minmax = 3
swap a=4 to b=3
A is
8 7 6 3
B is
35
5 4 2 1
swap matrix G swap matrix W
4333 2222
4333 2222
4333 2222
3444 3444
swap G maxmin = 3,swap W maxmin = 3
swap G minmax = 4,swap W minmax = 3
---------------------------------------
A is
8 7 6 3
B is
5 4 2 1
payoff matrix(G) value matrix(W)
4333 2222
4333 2222
4333 2222
3444 3444
maxmin in G :3 maxmin in W:3
minmax in G :4 minmax in W:3
-----Swap cards----
swap a=3 to b=2
A is
8 7 6 2
B is
5 4 3 1
swap matrix G swap matrix W
4333 2222
4333 2222
4333 2222
3444 3444
swap G maxmin = 3,swap W maxmin = 3
swap G minmax = 4,swap W minmax = 3
---------------------------------------
A is
8 7 6 2
B is
5 4 3 1
payoff matrix(G) value matrix(W)
4333 2222
4333 2222
4333 2222
3444 3444
maxmin in G :3 maxmin in W:3
minmax in G :4 minmax in W:3
-----Swap cards----
swap a=2 to b=1
A is
8 7 6 1
B is
5 4 3 2
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swap matrix G swap matrix W
4333 2222
4333 2222
4333 2222
3444 3444
swap G maxmin = 3,swap W maxmin = 3
swap G minmax = 4,swap W minmax = 3
---------------------------------------
A is
8 7 6 1
B is
5 4 3 2
payoff matrix(G) value matrix(W)
4333 2222
4333 2222
4333 2222
3444 3444
maxmin in G :3 maxmin in W:3
minmax in G :4 minmax in W:3
-----Swap cards----
swap a=1 to b=5
A is
8 7 6 5
B is
4 3 1 2
swap matrix G swap matrix W
4444 3333
4444 3333
4444 3333
4444 3333
swap G maxmin = 4,swap W maxmin = 3
swap G minmax = 4,swap W minmax = 3
---------------------------------------
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